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§. 1, 

Zusammenhang der Umformung einer binäre, 
die Form »' — m' mit der Dreitheilung der kype 

Die Normalcurven der hyperelliptjsc] 
C'urveo vierter Ordnung mit einem Doppel 
solchen Curve läsät sich immer in ^e Fori 
1} . . . . . z^'f{x,y) = ^[x,y 
wo tp eine homogene Function zweiter Or* 
Ordnung von x und y ist. Der Doppelpi 
ein ; seine Tangenten fallen nicht zusammen 
grale erster Gattung, auf welche die Gleichu: 

. '-J ^^ 

^ —J . V^ 

Der Ausdruck 'f. 4* unter dem Wurzelzeich 
Grades , welche durch 

bezeichnet werden soll. Die Integrale sine 
Grenzen ^„,y„ nait bestimmten Vorzeichen 
riabeln Werthepaar x,y zu nehmen. 

Bezeichnen wir Integrale mit andern 
gefügte Striche, so ist das UmkehrproblcE 
tionen durch die Gleichungen gegeben : 

5 + 5=0 

( + r' = t. 

Es sei nun v eine noch unbestimml 
Grades von x und y; die Gleichung 

2) z.tf = V 

stellt dann eine Curve dritter Ordnung dar 
;i? = 0, y = einen DoppelpUnct hat, und 
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Im ersten Falle enthält jeder der beideu cubischen Factoren 
w+d', V — v 
eiBen der drei quadratischen Factoren 

u — u , u — e«', u — e V 
ganz; im zweiten Falle hat jeder der erstern mit jedem der letzteren 
Factoren nur einen linearen Factor gemeinsam.. Die Lösungen u , v sollen, 
je nachdem eins oder das andere eintritt , LSsungen erster oder zweiter 
Classe in Bezug auf eine gegebene LSswng % v genannt werden. ' 

Untersuchen wir den ersten Fall. Es ist offenbar ganz gleichgültig, 
wie wir die beiden ersten Factoren den drei andern zuordnen. Denn 

■ v\ u sind nicht völlig bestimmt , sondern ersteres nur bis auf das Vor- 

■ zeichen, letzteres bis auf eine dritte Wurzel der Einheit. Aendert man 
aber diese, so gehen die obigen Factoren in jeder Weise in einander 
aber, und man kann also durch Bestimmimg dieser willkürlichen Ele- 
mente jene Factoren beliebig einander zuordnen. 

Seien daher u — 6m' und u — eV die beiden quadratischen Factoren, 
welche in den cubischen ganz enthalten sein sollen. Indem man die 
linearen Factoren, welche .noch hinzutreten müssen, beziehungsweise durch 
S — ETj. 5 — e'r, bezeichnet, erhält man die Gleichungen: 

(« + »' = (£ — ei) (m — e«) 
. ' ' l« — v ^= (5 — e*yj) (m — eV); 

die Gleichung . 

.„* — tj" = u* — u'* 

aber geht mit Benutzung der Gleichungen 7. über in: 

8) .... . u—u = (E — ei]}(S— e'vj). 

Die drei Gleichungen 7. 8. dienen zur Bestimmung von «', v, S, t]. 
In der That stellen sie. indem man die Coef&cienten der verschiedenen 
Potenzen der Variabein, die jetzt x ^, x^ heiasen mögen, gleich Null setzt, 
11 Gleichungen dar, in welchen ebensoviele Unbekannte auftreten. 

Man Jtann die Gleichungen 7. 8. aber sofort nach «, v , v auflösen 
und erhält dann 
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(«P)(T5)-(<iT)(ß^ = -CßT)(«e) 
durch Quadriren: 

und man hat daher 

. ■ (aß)(aT)(ße)'(75)'(oe) = ft«, 
80 dass die dritte Gleichung 5. sich verwandelt in: 
9) . . , . x*((i5)(o^)> = v{2-:+u\ 
Endlich giebt dieselbe Identität, welche eben benutzt wurde: 
{<iß){a;}((i8)(ß5)*{Te)*(8S)' == {-zbUh^'ix^ .v = r». 
und die vierte Gleichung 5j verwandelt »ich alao in 
10) ... . x*(aT))' = w{8o. — 6x«— «'). 
Mit Holfe der Gleichungen 7 — 10. erhSlt m&n nun, indem man d 
VerhSltnisse der t) aus 3. in die ersten beiden Gleichungen 2. einfflh: 
die folgenden Gleichungen: 

&vp — 6^u^u' — 2r* 



"J ■ • • • io = 2T + 4» — «', 



Wobei nur der flbetflftssige Factor v ausgelassen ist. 

Die beiden .Gleichungen 11. sind tticht komogehe Gleicfatttigen 
€,,£,; aus denselben soll nunmehr eine einzige abgeleitet Ireli^ti, Weld 
in diesen GrOssen bom(^en ist. Zd diesem Zwecke setze ich -^ , y i 
Stelle von E, , E, ; dann nehmen die Gleichungen 11. die Form an: 

^) ■ • • ■ to = 2TX' + 4dX-«'. 
und die gesuchte Gleichung wird ans diesen beiden erhalten, indem mi 
X eliminirt 

Die erste Gleichung 12. vereiaftwht sich in etwas, wenn man s 
mit 2 mulüplicirt und die zweite 'mit Zu multiplicirt hinzufQgt; sie gel 
dann über in: 

13) ... . ="8«.X' + (12»f — 6ut)X» — {«' + 4i;*) 
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Wenn man nun aus 15. 16. die Verhältnisse von X*, X, 1 berechnet, 
so findet man sie abermals durch v theilbar. In der That hat man, 
wenn t ein unbestimn^ter Factor ist: 
^X' =»[— 4t*« + 2tuv4«« — 2«*/)T + 8dptt] 
vX =tj[8»TpH- 16di?^ + 4«pT] 
1.1 = 1? [_4T*_p-t- 2te:pA„„—8xvA„-\-^uvAuvA^-^u'pAuT] — 2«*(p*T4-2p*). 

Nach I. ist nun jo'x + 2p' = 2»*, und daher in der That rechts 
alles durch v theilbar, so dass man diesen Factor in v eingehen lassen 
kann. Drückt man noch aus I. dp und aus UL us aus, so erhält man: 

■*X' = — Wv — 2tuwX» H- 2«Vt H- 4u*vAin 
17) vX = 8:5t;> + 165«J«t + 4ttpT 

■v.l= — 4t*^ — 2uzpAuu — 8-zvA,ec-\-^uv{AuuAat — Au^)-\-^up', . 
and indem man dies in die zweite Gleichung , 12. einsetzt, findet man 
die gesuchte Gleichung 9. Grades: 
■ = «[— 8t" + 12t'«^— 8«*TA«-4tt'(J«,^— A„,yy)] + 2«*Tp^. 
' — 4«";»' + 32x1;;.*« — 16(t^„ — 4tt4«)t>';) — 32^„«^«tv'. 
Diese Gleichung liefert die Verhaltnisse der \\ sei ein© Wurzel 
der Gleichung ^, und die qbsoluten Werthe der C irgendwie bestimmt, 
so findet man, indem man diese an Stelle der \ in 17. einsetzt, den Werth 
von X, und sodann die eigentlich gesuchten Werthe der ^ ' aus den. 
Gleichungen : 

■=1 — X ■ ^« — k- 

Man kaum also auf neun Arten eine Uneare Ftmctüm £ so bestimmen, 
dass der Ausdruck 2« — 3«£ + 5* ein Cubus ist. ' 

Ich werde jetzt zeigen, d^iss die Gleichung 18. eine Hessesche Glei- 
chung ist 

§. 5. 
Cfruf^irunff der Wurzeln der Gleickwn^ neunten Grades gegen eine derselben. 

Nehmen wir an es sei ii^end eine Lösung des roi^elegten Problem 
gegeben, also zwei solche Ausdrücke €, i] bekannt, dass identisch 
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UebergehcD wir den Factor 1 m' als unwesentlich, setzen wir der 
Kürze wegen: j1w,k = -4. Au,^ = B, Au,r[^ = O, und bemerken dass 

^«.n^- = f*. 1% - 2^ 5. ^. Vi, + f/Tj,* = ($,))'. 
so erhalten wir zur Bestimmung von m die hiquada-aUsche Gleichung 
■ 25) ; .. . . = '~^*[^^-2^4r2»tC-im(fi5)=] 
+ i[^ — 2m*4-m*C]. 

itfim steÄf ÄiwaiM, doißs in Bezug auf jede beliebige L9sv3ig §, 
vorgelegten Problems alle übrigen sich in vier Paare gruppiren, so dai 
vier Paare von Lösungen zunächst aus der biquadratischen Gleichung 
sodann aber die Lösungen jedes Paars aus 21. 23. 24. erhalten werde 

Diese Gleichui^ vierten Grades hat bemerkenswerthe Eigenschi 
Schreibt man sie nach Potenzen von m geordnet: 
= m* ({^))' — C) + 4m» (-4 - i^.„) - 6m'ß + 4b» ( C— K^5f ) + (2^«, - 
so findet man für ihre erste Invariante sogleich den Ausdruck: 

.-= ((^Y,)'-C){2^„-4) - {4.C~{5T;)'}{A~iAuu) + 35* 

= i(|ii)'^„„- S(AC~S*). 
Aber es ist 
AC-B' = i[(a|)'(6Tl)' - 2(aJ)(65)(aT,)(4.|) + (aii)'(6|)1 
■ ■ =i[(«l)(»l)-(*f)(»l)]' = i(«i)'(ll)' = +-l-.(ll)'. 
daher % ^ o. Die erste Invariante der biquadratischen Gleichung verschwt 
Es ist femer leicht eine Uneare Substitution zu finden, durch u 
die biquadratische Gleichung in eine andere übergeht, deren Coeffidenten 
mehr § und i] , sondern nur noch die simultanen Invarümten von u u 
enthalten. , Führt man in der biquadratischen Gleichung 
OT*a + 4»i»Ä + öm'c + 4nid -j- e = 
die neue Variable « ein mittelst der Gleichung 

ma =: — o — b, 
80 verwandelt die Gleichung sich in : 

o* + 6a<j* + 4ß(j +7 = 0, . 

3 
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2t(E,)' = -2B A -5, , 

und daher 

3C— (|7))' -23 C| 

2^«,.(Et))'= -2B A - b\, 

A (5,)' ^1 

oder wenn man die letzte Vertikalreihe von der ersten abzieht, nach 
letzten Horizontalreihe ordnet, und durch (Si))* Hividirt; 
2A„ == — A' + BC + AuuA — B(S.|)' 
woraus sich unmittelbar 

28) ... . a = 2A,„--iA'„ 
ergiebt. Endlich ist 

30— (Ell)' — 2B »AC—2A{lri)'— Bi 
aA„lS-ri)' = —2B A 24B 4- 3C(Er|)« - (E, 

A (El))' —iB(irij' — 2A' 

oder wenn man die erste Vertikalreihe mit 2 .il , die zweite mit 2 B 
dritten hinzuftlgt und sodann durch (|i])' dividirt: 

3C — (fii)' — 2S 6Am — iA 

SA„ = —2B A 3C — (|i))' 

A [irff —2B 

^iA' + S:Ef — l2ABC — iAu,A'+{l'<ij'[12AB—-iäA,^B — 
+ 6 C«,)' -({,)• 

und daher 

29) . . . . ^ = iAmA,„ — 2A„ — iA^pp + iA'^. 

Die Aufsuchung der 8 übrigen Wurzeln, wenn eine gegeben 
hat man also hiedurcli zurückgeführt auf die biquadratische Gleichu 

30) ... . o' + 6(2il„ — i^'..)(j' 

+ 4(6A„4„ — 2A,— *A..w+l-^'™)» — ä(2A,T-i4'».)" = l 
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nenne ich conja^t. Ich werde zeigen , dass dieselben mmer cor^tiffirt 
bleiben, von welcher unter den dreien man auch ausgeht. 

In der That, bezeichnen wir die ursprüngliche LOsung wieder durch 
t 113, die conjugirten aber durch f. ifj' und E", ■>)", so ist nach 21. 

r=5 + s. i]"=e,(ii]+in^,) 
wo e und Cj dritte Wurzeln der Einheit sind. Aber diesen Gleichungen 
kann man immer auch die Form geben: 

Z=t — « t| = «*{i]'^me«) 

r=r + («,-«) i]"=c*.,(i]'H-me(^._z)). 

Hieraus erhellt schleich der folgende Satz : 

Wenn man, statt von einer Ufsung 5, ij 'auszugehn, von einer ihr rntt- 
telst der Wurzel m der Uquadratischen Gleichung conjugirten ^ , 7\ aus- 
geht, so wird nUt dieser wieder conjugirt erstlich ^, 1], und dann die früher 
mit St "H u^ ^< fl conjvgirte Ufsung. Drei einmal conjugirte LSsungen . blei- 
ben €S also immer, von welcher derselben man auch ausgeht. Und zwar 
tritt, indem man von f, i]' statt von S, t] ausgeht, nur m t an die Stelle von 
m, — z und «, — z an die Stelle von z und 2,. Die dritte Potenz der 
Wurzel m der biquadratischen Gleichung bleibt also ungeändert. 

Es ist leicht nachzuweisen, dass auch die zugehörige Wurzel o der 
reducirten hiquadra^chen Gleichung 30. stets ungeändert bleibt, also ein 
System conjugirter Wurzeln fest angehSrt. Bezesichnen wir zu diesem Zw« 
durch Ä, B, C, was aus A, B, C wird, wenn man darin die f, ij du] 
die £', r( ersetzt. Es ist dann nachzuweisen dass (^1. 26.) 
»•(Sl)'-C) +A = ,m({irif-C) + A'. 

Um dies nachzuweisen, gehe ich von der Gleichung 22. aus: 
33} . . ,3« = 3(e* — mt]')H-3(e— ffl*i])« + (l— «V- 
aus welcher, wenn man ^, r\, m, z durch T, ff. t m, — z ersetzt, die t 
dere folgt: 

34) . 3« = 3{r— emt]") — Sif — 8'm*i]> + (1— »«•)«'. 

Setzt man nun in der ersten Gleichung a!^ = ^^, x^ = ■ — £,, « 
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(«l)'-e («V)'= [M + «■(»i')l(«.i-=V) = 0. 

I 36. ergiebt sich also weiter: 

{A — Ä')—m{C—e(r) 
■ am[{ir,)' - td'r,)'] + m{i-ri){z,mi—,,) + mt{?i)lz,t«,?—,f). 
tzt man nun f — i an Stelle von z, und bemerkt, dass 

tm^—y{= «(mS — ■»)),' 
. man dieser Gleichung die Form geben : 

{A — A^ — miC—tCr) 

= -m[(E,5)«_.(rv)^]. 

beweisen war. 

e biquadratische Gleichung 30. erscheint hienach als die Grond- 
r die Lösung der Gleichung' neunten Grades. Da jede Wurzel 
iten vier conjugirten Systemen angehört, so musa es -^.= 12 
Systeme geben, welche zu drei einer Wurzel der biquEidratischen 
Qg entsprechen müssen. Dass sich dies wirklich so verhält, zeigt 
deutlichsten, wenn man die Gleichung zwölften Grades wirklich 
, von welcher die zwölf conjugirten Systeme abhängen, und zeigt, 
1 dieselbe mit Hülfe der biquadratischen Gleichung 30. in vier cu- 
üleichungen auflöst. Dies soll im Folgenden geschehen. 
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§• '■ 

Au/steUupff der Gleichvng zwölften Grades, von welcher die zwölf conjuffirten 

Systeme von Wurzeln der Gleichung neunten Grades abhängen. 

Die zwischen zwei l^sungen £, yj und f, t;' eines conjogirten Sy- 
stems bestehende Gleichung 20. 

T]'— ei] = em(£'— 5} 
kann man auch dadurch identisch befriedigen, dass man eine lineare 
Function ( durch die Gleichung einführt 
,36) . ..... T] = «(£ + ()• 

Die obige Gleichung liefert dann 

37) 13' = cfli(r+*). 

und die Gleichungen 32. liefern fQr die dritte Lösung, welche zu dem 
System conjugirter gehört 

38) . . . ■. . 75"= e,m (£"+*). 
Es bestehen also, indem wir diese Ausdrucke der i\ einfahren, die 
dt« Identitäten: 

2v = 3mS — 5' + »»'(£ + ()' 

2r = 3«r— r' + jn^r+'i' 

2r = 3w5"— r"4-m'(r-Hf)'. 

Die drei conjugirten Lösungen 5, S', £" sind also, werm man t und m' 
als ge/jaiden voraussetzt, die Wurzeln der cuinschen Gleichung 

■ 39) . . . . 2v = 3tte — ? + m»(£+0'. 
Wirf die Bestimmung von t und m^ erfolgt durch die Bedingung, dass diese 
Gleichung m S in der Weise außösbar sei, dass die dabei eintretenden 
Irrationalitäten nur in die Coef/icienten der x eingehen. 

Setzen wir, um die cubische Gleichung zu lösen 



40) . . . k='i^ 



T] = «m- 



K,,^ ,n't + .y + .-. ^.^ »,»t ' + ''_^t' 
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dies für die beidön Theile des Ausdrucks von «' einzeln ausfllhrt, eigiebt 
sich sofort: 

ip) V = «•(! — m')(r{a()' — 2(1— mVm'a*{aO' 

+ m*{l—m%{aij*-\-m'(l—my{t^A^-\-2{tb)aJ^ab))—2{l—m')^a4aa)*, 

wo nur noch ein umzuformendet Term fibrig bleibt, nämlich 

{tb)a,{ab) =s 4.(06) {a^{tb) — b^{ta)) = ^A^t^, 

so dass die Gleichung (p)uw = mit XJebergehung des überflüssigen 
Factors {1 — »»*} die Gestalt annimmt: 

0=m'(l~\-2m%{at)^-2m'{l—m'')(h{at)'-\-2m''{l.-m^Auut,—2{l~m')%. 

Diese Gleichung muss fiar alle Werthe der x befriedigt sein. Setzen 
wir erstlich x^ ^ t^, x^ =. — t^, so kommt, nach Uebergehung eines 
Factors— 2(1— n»"): 

_ 44) . . . . m^{atf-\-{l — m^){pt^ = 0. 

Setzt mMi dagegen a?, = j»». ^^ == — i»,. so kommt nach Division 
mit B»': 

= {l-^2m'){tp){atf - 2{X—m^){ap){a,tf + %{l-~n^)A^{tp). 

Darin ist 

(ap) (aO' = (aß) (<»')' {«ß)' = + (aß){(aO(«ß) + (ß')(öa))((a?)(«ß)—{ß()Caa)) 
= [a^f{at)[at){a^) = [at){tt){ax) = (p/)» {§. 3.), 

so dass man der Gleichung auch die Form geben kann: 

45) {l + 2»t»)(p*)(«')' + 2(l-m»)(pO'+2(l-n»')^„(;»/). 

Da zur Bestimmung der drei Unbekannten t\, f,, m ausser 44. 45. 
nur noch eine Gleichung nöthig ist, so werde ich die zweite Gleichung 
42. nur. unter der Voraussetzung x^ = t^, x^ = — f,, also t = 0. ab- 
leiten. Hiedurch verwandelt sich 43. in: 

(«'()«'/ = 2m'{\—m^tyay[at) ~~ 2{l—my{fit)tiy*, 

und man erhält (t)p', wenn man in diesem Ausdrucke für^/, — y,yj.y,' 
die Coefhcienten des Ausdrucks selbst in umgekehrter Folge setzt, also 

4 
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= — 2i»"(l —m*)'{at)'[bt)* + 8m»(l— mY(Ö/)' + 4(1 — «»)*(t/)*. 
Ziigleicb ist 

Daher verwandelt sich die zweite Gleichung 42., nach Division mit 
[1 — m*f in : 

46) = — m'{atY{bt}' + 4 m» {1 ~ »»') (9 ?)« + 2{l—my(xt]* 
-{-2(at)'[{l~m'}Auu + 2ra»(a(}*]. 
Im Folgenden werde ich der Bequemlichkeit wegen för alle vor- 
smmenden Formen voraussetzen, dass darin x^ = t^, x^ = — f, ge- 
atzt sei. Unter dieser Voraussetzung nehmen die Gleichungen 44. 45. 
S. nunmehr folgende Gestalt an: 

(0 = m'D + (1 — m*)^ 
= (l + 2m»);»« + 2(1 — m")p + 2(1 — »i')^„uj3 
0.= ffi»(4— wt>* + 4)n^l — m»)a + 2(l — inyT + 2 {1— m») 

Diese Gleichungen enthalten die Unbekannten t^, t^, m. Ich werde 
».tt /, und t^ setzen ^. y. wodurch die Gleichungen in 

rO = m't> + (l — m')j)X» 
B) |o = {l-{-2m')pu -{- 2{l—m*)p\ -^ 2{l~m^Au„p\* 

\o = m'(4— »»')u*H-4m»(l— »n»jöX+(2{l~(»yT+2(l— m')4«.tt)i.» 
hergehen, und werde, indem ich "K und m eliminire, eine einz^ homo- 
eae Gleichung för /,, *, herstellen, welche dann die gesuchte Gleichung 
wölfteu ißrades ist Entnimmt man aus der ersten Gleichung den Werth 

nd setzt dies in die andern beiden Grleichungen ein, so erhält man; 

' 10 = — {iv — ip>fjpif — ipv»). + iv{vi + {K—p\')A„u), 
ie letztere nach Division mit X*. Addirt man die erste Qleij:hung, mit 
multiplicirt, zur zweiten, so wird diese durch v theilbar, und es bleibt : 
= — 3pu' - (4;>»— ,8up)X + 2t,(T + ^„a), 
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öl) ... . X = 4p»_,„p . 

Und weDn man dies in diQ erste Gleichung 50. einsetzt, erhält man : 
p(Stip—2A„i,v){{äpu — 24«,»)«— 2 tu)* 
-\-2pv{4.pb — 2pu){(Spu — 2A^uv)u — 2-cv) — «^»(4d;)— 2p«)* = 0. 

Diese Gleichung ist vom vierzehnten Grade; sie reducirt sich aber 
' auf den zwölften, indem sie, wie leicht ersichtlich, durch ie tbeilbar wird. 
Denn die nicht mit u behafteten Glieder sind 

lGpv'-c{bp-^i-zvAuu). 
was nach der Formel für dp aus Tafel I. gleich 

8pt^Tu[A,ttV~^px) 
ist. Entnimmt man. überhaupt' die' Werthe von p*, dp, d* den Formeln 
(Tafel I.) 

d* = — i(4M*u*— 2vw;> + TU*) 

ftp^ ^{Autuv — AuuVz-\-piu) 

p* =; VS — -J-T/)', 

und ersetzt im Besultate us und xs durch die Ausdrücke (Tafel III.) 

«* = vA„^pp -{-p{Auü't — Autu) — p' 

XS = vA[,j,f -\-p{j^T — AtzU), 

80 erhält man mit Uebei^ehung des Factors « die Gleichung: 
= 27/tt* — UAuuvp'u'"-\- 36(^*„„ + ^^}»y«* 
~ S{AK„-\-2A^uA^-f2Au,'pp-\-ArT)v^pu -^8[AuuA„,pp~\-A^,pp)v*. 

Diese Gleichung zwölften Grades enthält t gar nicht mehr; sie ist 
in der That eine biquadratische Gleichung für ^, und ihre Auflösung 
kommt also auf die Lösung , einer biquadratischen Gleichung und meh- 
rerer cubiscber zurück. Aber die biquadratische Gleichung ist in der 
That keine andre, als unsere Gleichung 30.; dem setzt man 

52) ... . 3/)« = (o + f^«»)» 
so geht die Gleichung zwölften Grades in die biquadratische (30.) 

4* 
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m"(?H)* — t»'((a|i)* + 2(o*) Cav)) = — (opt)» — 2m»(a<)(«v) 
m»(fvf — m*((av}»+2{o()(a[i)) = — (av)*_2m»(a()(o|i) 
2M»{((i){ft)-«.»{(o()'H-2(a(i)(av))=={l— my(iA„«-o)— mV)'^2(a(t)(av). 
. Nun ist aber in Folge der Qleichungen 41. 

(<(i).{(v) =. {I-ni«)(a()*. («(t){«v) = »t»(a^)' + (l-m»).!«». . 
FOhrt man dies in die letzte der obigen Gleichungen ein, und be- 
zeichnet wieder {o (}* durch «, indem man wie im Vorigen x^=t^, ce^^ — t^ 
gesetzt denkt, so erhält man, mit Auslassung eines Factors (1 — m*}: 
— {1— m»)(|4^-|_o) + 3«»»'. 
Diese Gleichung aber zusammen piit der ersten Gleichung 47.: 
= (1— m*)^ + m'tj 
giebt ohne . Weiteres durch Elimination von m . ** 

3«;» s= v{o-{-^Ami), 
was die cubische Gleichung 62. ist — 

Die Auflösung der Gleichung neunten Grades gestaltet sich nach 
dem Vorhei^henden folgendermassen. Man sucht zwei Wurzeln o, a' 
der biquadratischen Gleichung 53., und löst die beiden zugehörigen cu- 
bischen Gleichungen 52. , welche zunächst die Verhältnisse der zugehö- 
rigen f, sodann aber mit Hülfe von 51. 49. auch die absoluten Werthe, 
so wie die Werthe von m', liefern. Sind nun t, f zwei lineare Fun- 
ctionen, welche nicht derselben von diesen beiden cubischen Gleichungen 
zugehören. Man hat daon aus 39. fElr eine gewisse Lösi^ng S des vor- 
gelegten Problems zugleich die beiden Gleichungen : 

' • • • • 2» = 3«S — E' + «i''(E + 0'- 
Daher folgt, wenn man die Werthe der m, m aus den gegebenen 
Werthen von m', m'' irgendwie bestimmt denkt: 



also 



£ = - 
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und mit beideu Tripeln ist ein drittes conjugirt, welches durch Z^ und 
die Ausdrücke ' 

(V), = «(E,+() 
•5) . . . . U, = t »(£,+«) 
h".= «'•»«.+ ') 
bestimmt isti Man erhält ebenso die drei Qbrigen Systeme conjogirter 
Tripel , welchen das erste angehört , wenn man in diesen Formeln m, t 
durch m\ /; m",t"; m"', t'" ersetzt, wo m, rn, m", vi" die vier Wurzeln 
der Gleichung 25. (p. 33.) sind. 

Dorch diese Formeln sind den Lösungen emes Tripels die jedes der 
' acht andern einzeln zugeordnet, indem die vortretende Potenz von e bei 
entsprechenden liösungen dieselbe ist Es entsteht nun die Frage , - ob 
diese Art der Zuordnung anverändert bleibt, wenn an Stelle der Lösung 
S,.i] eine Lösung eines andern Tripels, etwa £,, ?],, den Ausgang bildet. 

Zunächst sieht man sofort, dciss ßlr die conjugirten Tripel, in denen 
€, vj; £,, T],;' Ej, t], vorkommen, die Zuordnung sich nicht ändern kann, so 
dass also drei cenjugirte Tripel stets eme feste Zuordnung der in ihnen 
enthaltenen lASsungen besitzen. Denn die obigen Gleichungen fahren fort 
zu bestehen , von welcher der drei Lösungen mau auch au^eht. Aber 
es ist leicht zu zeigen, dass für eines der sechs übrigen Tripel die Zuord- 
nung nicht bestehen" bleiben kann. Seien %, T], von welchen wir früher 
ausgingen, £,, nj^ , von welchem jetzt ausg^;angen werden soll, und 
^, T]g drei nicht conjugirten Tripeln angehörig; also 

^o = "»'(50+0. 'J, =«»'(5. + 0- 
SoUte nun die Art der- Zuordnung erhalten bleiben , auch wenn 
man von *>],.€, ausgeht, so müsste auch sein: 

1. = '»"(5.+ 0. 1, = «•"(5.+0- 
Man hätte^ also, nach Elimination der t, die drei Gleichungen : 

Yl, — T) = «1 (E, —5 ) 

1 — 'S. = "•' (S — S.) 
•■l. — v), =»>"(£. —£,). 
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)-<»'(E-E,) + '»"S.-E.)'. 
.gemeiDen sämmtUch veischieden sind, so 
>rm liaben: 
= A + m'B 
= A + mB 
= A + M B, 
re Functionen sind. Und es ergiebt sich 

,^m(m' — m")B 
, = m' (m" — m )B 
= m"{m — m')B, 



= C+ m' m B 
= C+m m'B 
= C+m"m B, 
lineare Function ist. 
6,,i],; Sfl. T)o die Gleichungen 
IkE — 5 • + )) ' 
i»E, -S.' + 1,' 

'«E. -£.' + '-,." • 

ch: 

IE t'-E' 

1 E, 1,' — E,". 

l E. i.'-E.« 

n Werthe der S, tj ein, so kann man zu- 

leu, und es bleibt 

m" ', ■ - E " 

•»' 1,' — E,'- 

•» ii.' - E." 
lit Hülfe der ersten Vertikalreihen die be- 
80 ist die Gleichung abermals durch B 
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theilbar, und es bleiben alsdann durch B zum drittenmal nicht unmit- 
telbar theilbar die Glieder 

m" 3m m'C* 
1 m' 3m"m C* . 
1 m 3 m' m(f 
Da nun das Differeuzenproduct der m nicht verschwindet, so müsste 
C durch B theilbar sein, also die t) nur durch constante Factoren ver- 
schieden, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

Sind also S,, T, und 5,, t)^ der Lösung 5, ij zugeordnet, aber Tri- 
peln angehörig, welche dem 5. t) enthaltenden Tripel nicht conjugirt sind, 
so bat man zwar • 

7) =«,'(5 + 0. ')a='»'(So+0. 
aber zugleich 

wo e eine imaginäre ^dritte Wurzel der Einheit ist. Die Lösungen des 
Tripels Sg , i]g 'sind also denen des Tripels €,, t], nicht so zugeordnet, 
wie sie einander wegen ihrer gleichzeitigen Zuordnung zu dem Tripel 
S, 1] entsprechen, sondern bei den Lösungen eines der Tripel muss man 
eine cyclische Vertauschung vornehmen, um die neue Zugehörigkeit zu 
erhalten. 

Betrachten wir nun das zu S^^t),; S^t], conjugirte Tripel. Dieses 
muss zu €, 7] eine Art der Zuordnung haben, welche weder mit der des 
'JMpels Sj.Tj,, noch mit der des Tripels 5,, "»jj übereinstimmt. Bezeich- 
net man also durch £,,1), die Lösung dieses Tripels, far welche die 
Gleichungen stattfinden : 

7i = m"'{e+o. 1, =m"'(e,+n. 

so muss sich in Bezug auf f^, i], die Art der Zuordnung ausdrucken 
durch die Gleichungen : 

.1, ='»"Si+0. 1. =«■"•"«. +'")■ 
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i Tripels €, i] von einem andern Tripel 
conjugirte Tripel betrachtet, unter denen 
an die Art ihrer Zuordnung zum Tripel 
mngen gegen das Tripel k, ri die beiden 
fen anwendet. 

imgekehrt stattfinden, wenn man von 
neder zurückkehrL Bei der neuen Zu- 
5, 7) conjttgirte Tripel sich so verhalten, 
ing zu 5,, 1],, zwei versckiedäte tycHsche 
zu der alten Zuordnung zurückzukehren. 
I bestimmt. Bezeichnen wir die neun 
die Zuordnung in Bezug auf das Tri- 
tss das Tripel t die Lösungen ia, ib. i«, 
, Ift, 1^; zugeordnet sind. Die 27 L&- 
if das Tripel 1 geordnet, welches un- 
ilgendermasseu anschreiben: 
4* 4, 7„ 7i 7c 

66 6c 9« 96 9c. 

oe conjugirter Tripel, den Wurzeln der 
ichend in vier Gruppen von je dreien 

15 9 168 

26 7 249 

3 4 8 3 5 7. 

ing der neun Tripel in Bezug auf ir- 
Lwa 2, ED nimmt man zunächst zwei 
8; bei einem, es sei 5, geht a, b, c 
c, a, b über. Die neuen Anordnungen 
dem man die 6 oder 8 und 1 enthal- 
, was auf 9 und 6 führt, und dann 
Itenden, was schliesslich auf 4 und 7 
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führt. Indem man immer die beiden obigen Sätze a: 
die fönende neue Anordnung der Tripel, bei welche 
Ausgange dient: 

l6 U 46 4c 4<, 7c ' 

% i 

Will man dagegen die neue Anordnung der Tripe 

3 zu Ghninde gelegt ist, so hat man a, b, c wieder 

Stellen cyclisch zu pennntiren, doch so, dass, währeni 

pel ungeäudert bleiben, die Anordnung der anden 

1 bezüglichen Anordnung, noch mit der auf 2 l 

stimmt. Man erhält also die folgende Anordnung d 

la U 1« 4c 4a 4» 7« ' 

2a 26 % 5c 5a 5( 8i i 

3„ 36 3e 6c 6a 66 9j J 

Die Anordnung in Bezug auf jeden der sechs a 

nach leicht zu finden, indem man nur immer die ol 

und die vorigen drei Schemata benutzt; und zwar ei 

teres folgende neue Schemata: 

1„ li U 4„ 46 ^ 7a ' 

i 
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ist klar, dass u und v im Allgemeinen nicht in diese Form ge- 
reiden kennen, welche ntir sechs Constante enthält, 
n muss die zweite Gleichung 4. also dadurch erfüllen, dass maQ 



rö X eine noch unbestimmte Constante ist. Die Sbrigen Gl^i- 
4. 5. verwandeln sich hierdurch in folgende: 

( «=x(r-ßß') 

\2v = (l-x')ß' + p" + (1+x^r - 3ßßT 

\2v = — (l + x«}ß» — p"_(l_x*)ß"» + 3ßp'p". 

! ^«ten dieser Gleichungen sind nun nicht verschieden von den 
Igen 41. ; welche oben auf die Gleichung zwölften Grades fOhr- 
Iche durch eine biquadratische aufgelöst wurde. In der That 
man denselben nur, indem man nach ß ß* und nach (1 — x') ß' ~\- ß" 
die Form zu geben: 
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(1— «^P* + ?■' = 2» + (2 — x')p" — liE , 



und dann za setzen-: 



Diese Gleichungen verwandeln sieb dann in die Gleichungen ü.: 






V + v" = »i'(l+ »!»))<•+ 3iii'(l— «••)«» — 2(1— i»Vt>i 
und zugleich gehen die letzten beiden Gleichungen 6. Aber in: 

8) ( "' = —n?^ <!''—') 

i^"' = (I _'„■). ["' — {l—im')jg+tr^f — 3<»'|.v(]. 

Schreibt man zugleich die Gleichungen 7. so, dass u und v durch 
[i, V, t, m aasgedrückt erscheinen , so hat man 

9) . . \ 

\2v= (j:^.[«.'(l— 2I1.V— f' — '''+3<»V"1- 
Aus 8. 9. zusammen findet man nun sofort: 

){l—m'){u— i(l=(|i— i»<){v+ ni|»+ m'«") 
(1— »i')(i< — e »')=(|i— e in<)(v+ e»i|i+ «'m'«^ 
(1— >»')(»— e'ii')=(|i— e'i»<)(v4-Vin|i+ < «i'»*) 

111 |(l-"'')(''+''')=-{l'— •»»)&>- "»')(!'-'''»') 

' 1(1— ».')■(«;— ti') = —(v-H»n-t-i»'(')(v+tl»H-e'«>V)(v+t"iii|i+sm"(^, 

woraus die den Lösungen dieser Classe eigenthamliche Zerlegung der 
Ausdrücke «" — «'', v* — v" direct ersichtlich ist 

§• 11, 

Nachweis, dass je zwei der gefundenen Lösungen zweiter Classe identisch sind. 

Die Gresammtzahl der zu der Lfisung u, v gehörigen Losungen zwei- 
ter Classe scheint hiernach 24 zu sein. Denn es giebt erstlich zwölf 
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Multiplioirt man diese Gleichuagen,. undifOhrt statt der UnkeD Seite 
ihren Werth aus 15. ein, so findet man endlich: 

^^ = ^-{^f-[^ + "''M" + (")'-3(vi.)MM], 

8Q dass sich m< linear auä der. Gleichung bestimmt: ' 

1^ = (,-.'•)„,)■ l'-5? + ((")* + (")' - ät'i'Xi'OC»)!. 

Es giebt also in der That em System m,, [i,', v,, t^, welches die- 
selbe Ldsung zweiter Classe nochmals liefert, und damit Ist bewiesen, 
dass die Gesammtzahl aller LSsungen zweiter Classe nur zwölf ist. 

Aber zugleich ist es leicht, sich aber die anderweitigen Beziehun- 
gen solcher Lösungen des Problems 7., welche auf dieselbe Lösung zweiter 
Classe fiElhren, Klarheit zu verschaffen. Zu diesem Zwecke braucht man 
nur aus 16. die Gleichung zu bilden : 

81wi»(|*, <,)(^,(,)=— H»*(l*')* . [(öH-a'+0(«+»*«'H-e a^ — («+« a'+sV)*] 
. t(a+a'4-a")(a-t-e a'4-«'o'0— {a-f-«V+« a")*] 
oder : 
9»»; (p., *,)(^, 'i)^ — wi'(ii()*(fl'a"-|-ea''fl+e*ao')(a'o" + e*o"a + e«a'). 

Fahrt man rechts die Werthe 19. 20. ein, so ergiebt sich sofort: 

22J ■ ■ ■ ■ (, _ „,if — (HT^*?"- 

Nun ist wegen der ersten Gleichung 7. 
([*/)(v*)=^{l — m»). 
wenn in « die Grössen — a;,, x^ durch die Coefficienten .von ( ersetzt 
werden; ebenso also . 

(i',',)K'.) = ''(i— »!)• 

wenn, in « die GiObbcu — af,, a?, durch die Coefficienten von f, ersetzt 
werden. Bezflglicfa dieser Werthe von u lehren aber die Gleichungen 
47. 52. §. 7., in denen für die x diese Grössen gesetzt waren, dass 

(!")(") -• _ -"■' tu fl^-l^ 

(!-.»•)• — ,_m- — . — W T^ 1 ' 

nnd fflr die mit |t , V . f,. «•, gebildeten Ausdrücke erhält man den- 
selben Werth. Die Gleichung 22. lehrt also, dass zwei LSsungen des 

6» 
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